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RESUMO

Um código esférico em um espaço euclidiano n-dimensional é definido como um conjunto
finito de pontos sobre a esfera unitária Sn−1.

Uma famı́lia especial de códigos esféricos é dada pelos códigos de grupo comutativo. Tais
códigos são definidos no espaço euclidiano 2n-dimensional como a órbita de um vetor x0 ∈ S2n−1

sob a ação de um grupo comutativo de matrizes ortogonais G [1].
A decodificação em um código esférico, consiste em dado um vetor qualquer no espaço,

encontrar o ponto do código esférico mais próximo de tal vetor com relação à distância euclidiana.
Em geral, busca-se algoritmos que sejam capazes de decodificar eficientemente certas classes de
códigos esféricos.

Para códigos de grupo comutativo existe uma correspondência que associa a cada um desses
códigos no espaço euclidiano 2n-dimensional um reticulado no espaço euclidiano n-dimensional
[1]. A partir dessa correspondência é posśıvel derivar um algoritmo de decodificação para tais
códigos, cuja etapa principal consiste na decodificação de um vetor no reticulado associado à
metade da dimensão.

Decodificar um reticulado em um espaço euclidiano n-dimensional em geral é um problema
d́ıficil e nenhum algoritmo capaz de realizar a decodificação em tempo polinomial é conhecido
[2], [3]. Para reticulados que possuem pelo menos um subreticulado ortogonal o processo de
decodificação pode ser feito por treliças [4], [5]. Quando decodificamos por treliças fazemos uma
partição do reticulado em classes provenientes do quociente do reticulado pelo subreticulado
ortogonal. E a decodificação é realizada em cada uma destas classes, o que se torna fácil por
tais classes corresponderem a transladados de um subreticulado ortogonal. A complexidade de
tal algoritmo está diretamente relacionada com a cardinalidade do quociente do reticulado pelo
subreticulado ortogonal. Quanto menor for a cardinalidade maior a eficiência do algoritmo.

Dado um código de grupo comutativo com M pontos, o reticulado Λ associado possui de-
terminante igual a Mn−1 e possui um sub-reticulado ortogonal gerado pela matriz MIn. Desta
forma, para tais reticulados é posśıvel decodificar por treliças, utilizando M classes.

Como a complexidade do algoritmo de treliças está ligado à cardinalidade do quociente do
reticulado pelo sub-reticulado ortogonal, a medida em que reduzimos o quociente, reduzimos a
complexidade. Desta forma, é desejável encontrar o sub-reticulado ortogonal Λ′ de Λ de forma
a minimizar o ı́ndice (Λ : Λ′).

Tendo em vista a redução da complexidade, implementamos um algoritmo que através de
uma busca exaustiva procura pelo menor subreticulado ortogonal de um dado reticulado.

Sabendo que estes reticulados possuem um subreticulado ortogonal cujo ı́ndice é M , devemos
encontrar subreticulados ortogonais cujo ı́ndice seja menor do que ou igual a M.
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Como det(Λ) = Mn−1, devemos encontrar um subreticulado ortogonal Λ′ cujo determinante seja
menor do que ou igual a Mn.

Assim, dada {v1, · · · , vn} uma base de Λ′, como o determinante de um reticulado ortogonal

é dado pelo produto das normas dos vetores da base, segue que
n∏

j=1

‖vj‖ ≤ Mn. Sem perda de

generalidade, podemos considerar ‖v1‖ ≤ ‖v2‖ ≤ · · · ≤ ‖vn‖, assim ‖vn‖ ≤ Mn/λn−1, onde λ é
a norma mı́nima do reticulado.

Portanto, o algoritmo realiza uma busca exaustiva por n vetores mutuamente ortogonais,
tal que o produto das normas destes vetores seja a menor posśıvel, no conjunto de vetores do
reticulado cujas normas são menores do que ou iguais a Mn/λn−1. No entanto, não é necessário
verificar a ortogonalidade entre todos estes vetores, pois se w1, · · · , wn são mutuamente ortogo-
nais, então para i 6= j, wi e kwj para k ∈ Z, k > 1 não precisam ser testados.
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