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Resumo: Neste trabalho sdo propostas condicéoes relaradas para a andlise de estabilidade de
sistemas fuzzy Takagi Sugeno (TS) continuos, usando fungoes de Lyapunov fuzzy. O método é
baseado na solugao de desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matrixz Inequalities
(LMIs)), que podem ser facilmente resolvidas usando técnicas de programagio semi-definida. A
eficiéncia do método € ilustrada na solugao de um exemplo numérico.
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1 Introducao

Devido a sua complexidade, sistemas dindmicos nao-lineares sao dificeis de serem analisados.
Uma maneira de facilitar o projeto de controle para sistemas nao-lineares é representa-los por
modelos fuzzy Takagi Sugeno [23]. A ideia béasica do projeto consiste na representacao de
um sistema nao-linear como uma combinacdo fuzzy de sistemas lineares (modelos locais), que
descrevem o comportamento do sistema nao-linear em diferentes pontos do espaco de estados.
Dependendo da escolha dos modelos locais e dos pardmetros da combinagao fuzzy (conhecidos
como, fungdes de pertinéncia) o modelo fuzzy pode fornecer uma representagio aproximada [28]
ou exata [26] do sistema nao-linear. Nos tltimos anos, houve um crescente interesse em pesquisas
e aplicagoes de sistemas fuzzy [1, 15]. A andlise de estabilidade e o projeto de controladores é um
dos conceitos mais importantes em sistemas fuzzy e normalmente é feito usando LMIs. A solucao
de problemas de otimizacdo com restrigdes descritas por LMIs, pode ser realizada com os pacotes
“LMI control toolbox” [14] e “SeDuMi” [22] do MATLAB. Nesses softwares, a solu¢do 6tima
é encontrada usando algoritmos com tempo de convergéncia polinomial. Além disso, projetos
baseados em LMIs podem ser, em geral, estendidos para tratar sistemas que possuem incertezas
nos parametros da planta ou que estejam sujeitos a falhas estruturais [2, 3, 6, 7, 10, 11, 12, 13].

Normalmente, as condi¢bes de estabilidade sdo obtidas empregando o método direto de Lya-
punov, e a maioria dos trabalhos encontrados na literatura usam uma funcio quadratica de
Lyapunov (do inglés, Common Quadratic Lyapunov Function (CQLF)) para garantir a estabili-
dade do sistema [4, 5, 8, 17, 25, 27]. Contudo, ji é conhecido na literatura que CQLFs conduzem
a resultados conservadores e que em certos casos nao é possivel encontrar uma CQLF para um
sistema fuzzy estavel [16]. Consequentemente, alguns autores tém explorado o uso de fungoes de
Lyapunov alternativas para obter condigdes de estabilidade menos conservadoras. Dentre as va-
rias opgoes encontradas na literatura, as fungdes de Lyapunov fuzzy (do inglés, Fuzzy Lyapunov
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V(x(t) =Y hi(z(t)x(t) Prx(t), (1)
k=1
sendo Py, matrizes definida positivas. Esta metodologia consiste em encontrar fun¢des quadra-
ticas para cada um dos modelos locais, e entdo, gerar a funcao global de Lyapunov a partir
de uma combinacdo fuzzy das fungbes quadraticas. A particularidade deste método, é que a
combinacao fuzzy da funcao global de Lyapunov é realizada com a mesma func¢ao de pertinéncia
do modelo fuzzy TS. Dessa forma, a atuacgao da fungao de Lyapunov ocorre na mesma proporgao
que a ativagdo dos modelos locais.
Este trabalho propoe condic¢bes de estabilidade que podem ser menos conservadoras que as
apresentadas em [21]. O estudo é realizado considerando modelos fuzzy TS dados por:

(1) = 3" h(2(t) Arx(t). @)
k=1

sendo z(t) € IRP um sinal disponivel denominado vetor premissa, x(t) € IR" o vetor de estados,
A € R™ " representam as matrizes dos modelos locais e hy(z(t)) sao as fungdes de pertinéncia
de cada um dos modelos locais. As funcoes de pertinéncia satisfazem as seguintes propriedades:

Vke R hi(a(t) 20, ¢ Y hu(a(t) = 1, 3)
k=1
sendo #Z o conjunto de ndimeros inteiros dados por {1,2,...,r}. Apenas por facilidade de

notagao, de agora em diante vamos denotar hy(z(t)) por hg.

As condigoes de estabilidade obtidas com (1) dependem explicitamente das derivadas tem-
porais das fungoes de pertinéncia (3), e para converté-las em LMI é necessario impor limites
nos seus valores. Esta caracteristica afeta diretamente a eficiéncia da técnica, e representa o
ponto chave deste trabalho. Em [24], os autores conseguiram relaxar as condigoes de estabili-
dade considerando propriedades de fungoes de pertinéncia. Estes resultados foram melhorados
recentemente em [21], com a adi¢do de variaveis de folga.

Neste trabalho é verificado que as propriedades usadas em [21] e [24] podem ser melhor
aproveitadas se permitirmos ao projetista atuar nas LMIs de acordo com o problema a ser
resolvido. A nova estrutura adiciona graus de liberdade ao problema, melhorando a regido de
estabilidade encontrada pelas LMIs. A eficiéncia do novo método é ilustrada através da solugao
numérica de um exemplo.

2 Analise de estabilidade de sistemas fuzzy TS

Ao longo do texto a notacdo M = 0 (M > 0) é usada para representar matrizes definidas (semi-
definidas) positivas. De modo equivalente a notagdo M < 0 (M =< 0) representa matrizes defi-
nidas (semi-definidas) negativas.

Em [21] é apresentado um procedimento que permite adicionar varidveis de folga nas restri-
goes LMI. O procedimento consiste em verificar as condigoes de estabilidade do sistema (2), a
partir da seguinte igualdade:

x(t) — Z hpAgx(t) =0, Vx(t). (4)
k=1
Entao, dadas as matrizes nao singulares M e My € IR™*" da equagio acima segue que:
Q{X(t)’Ml + )'((t)IMQ} X [X(t) — Z hkAkX(t) =0, VX(t). (5)
k=1

A seguinte proposicdo também é usada no desenvolvimento do resultado principal.
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thPk:§ (hi + h;) (X +P; = Pj) —2hj(P; = Pj) + > h(2Pp —P; = P; + X)| . (6)

k=1 k=1
ki
ki
Prova: Dadas as matrizes Py, k € Z, tem-se que
r . . . r .
k=1 k=1
ki
ki
De (3) obtém-se a seguinte propriedade:
r . . r .
Z hy = 0, ou seja, h; = — Z hi, para qualquer ¢ € %. (8)
k=1 k=1
ki

Desta forma, usando a propriedade (8), a igualdade (7) pode ser reescrita como

> P = Z hpP; — Z P + Z hip Py
k=1

ksﬁz k#] k#
k#j
= —ilei — hZPJ + Z hk (Pk -P; - PJ) (9)
=
k#j

T
Agora, a partir da propriedade (8) segue que Z hiX = 0, para qualquer X. Considerando
k=1
este fato e as matrizes Py, k € %, dadas em (7), tem-se que

T T T
> hiPr=> hp(Py+X) = (hi + hj)X + hiPi + hjPj + > Py (10)
S =
ki
Finalmente, somando (9), (10) e rearranjando os termos chega-se em (6). ]

A Proposicdo 1 é o ponto chave deste trabalho, é através dela que provamos o proximo
teorema.

Teorema 1 Dados os nimeros reais positivos ¢,, indices i, j € R, sendo i # j e assumindo
que |h,| < ¢,,Yp € R. O sistema fuzzy TS (2) € assintoticamente estavel se para os indices
i, j, existirem matrizes simétricas X € R™" e P, € R™", satisfazendo as sequintes LMIs:

P,~0, Vpe, (
P,— P, >0, (12
X+P;—P; =0, (
9P, +X -P;—P; =0, VYpez-{ij}, (
Py —MiA; — AJM) P, +M; — A, M,

Byt M, MoA, M, - M, <0, Vkea, (15)
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(63 + ;) (X +P; = Pj) +20;(Pi = Pj) + > 6,(2P, + X ~ P; — P;)

p=1
pFi
p#]

Prova: Se a LMI (11) é factivel, entao existe uma fungao de Lyapunov dada por (1) tal que,

Vi(x(t)) = x(t) (i hpPp) x(t) >0, x(t)#0. (16)

Derivando a fungao V(x(t)) definida acima e considerando a igualdade (5) e a propriedade
(3), segue que

V(x (Zh P ) ) + 2x(t (Zh p )
(Zh P ) )+ 2x(¢ (Zh P ) [ ()M, +5<(t)'M2] x [}‘c(t) - zr:hkAkx(t)]
= x(t) (Z hpPp> x(1) +2 | x(t) (Z mm) %(6) + % (1) Mik(t) = x(t) My (Z mm) x(1)
- (S

| TR, MAc- AL P M - ALMY [x<t>]

=[x %) ]D_h | o=

P + M) — M2A; M, + Mj

Agora, por hipdtese segue que \hp\ < ¢,,Vp € #Z. Entdo, quando as LMIs (12)-(14) sao
factiveis tem-se que

(hi + 1) (X + Py = Pj) < (¢i + ;) (X + P; — Py) (18)
—2h;(P; — Pj) < 2¢;(P; — P;) (19)
th(QPk—Pi—Pj'l'X) < Z¢p(2Pp+X_Pi_Pj) (20)

k=1 p:l

k#i 7

ki oy

Portanto, quando (15) é factivel pode-se concluir de (17) a (20) que
: P, —MA, —A,M; P,+M,; - A, M x(t)

V() < | th { ﬁ’kﬁ-l\}[ﬂk—Mzgkl ' M21+M/2k i ] [ %(t) ] <0 (21)
E pelo método direto de Lyapunov, o sistema (2) é assintoticamente estavel. [

A eficiéncia do Teorema 1 é verificada na solugdo de um exemplo numérico.

Exemplo 1

Considere um sistema fuzzy TS (2), representado pelos seguintes modelos locais [21]:

—4 —4
—5 —4
A1:{_1 a]’ Ay = [3p-2 3a—4]»
5 5
-3 —4
-2 —4
A3_ 2b—3 2(1/_6]7 A4:|: b _2:|7
5 5
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usados os pacotes “YALMIP toolbox” [18]
das LMIs, primeiramente foi suposto que ¢ = 0.85, Vk € Z e depois as LMIs foram resolvidas
novamente para o caso ¢, = 0.85, Vk € Z — {1}, ¢ = 0.5. Os resultados encontrados para a
analise de estabilidade podem ser vistos na Figura 1.
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T dag Mg joram

“SeDuM1” [22] do MATLAB Durante a solugao

400FQ ® X X X 400FQ ® X X X X X X
PR R X X X MR R X X X X X X
3O ® ® ® X X X BOFR Q@R Q X X X X X
¥R X X X ®R®V®R R X X X X X
300FR ® Q® ® ® X X X 30FQ QO Q Q Q ® X X X X X
BR®RRRYR X X X BR®RRV®RR X X X X X
B RRRRR® ® X X X 250F A QX RVR ®® X X X X X
BRORIRIRJIRIR ® X X BR®RIRV®RIR®RYR X X X X
20 VRV VR R ® ® X X 20 VAV ® X X X X
FRIRIRIRIRIRR VR X X BRIRIR®IRIP®RR]R R X X X X
BIrRK ARV ® X X BIrK RV Y X X X
RIRIRIJIIIRIRR®® X X VRIRIRIFIFIFIRIRRIAR® ® X X
1M R RRIRARAORARRRR VY X 1WA RYR R R X X
RIRIIRIIA®RAI®RY; QYK X RIXIXIPRIARIRIRRY®® R X X
MRV RIRRIRIRNRIR R Y R0 RIARXR]®® R ® X
RIXRIXIRIAIAIIA®RIAR®R VR RO Q
IHPVIVIVIVIVRIVIBVIBQD HIVIVIPIPIVRVIVIBIBD
-0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
a a
(a) ¢r = 0.85, Vk € R. (b) ¢r = 0.85, Vke%—{l}, ¢1 = 0.5.

Figura 1: Regido de estabilidade obtida com [21, Teorema 1] (o) e com o Teorema 1 para i = 3
ej=1(x).

Pela Figura 1 pode-se observar que o Teorema 1 (X ) obtém uma regido de estabilidade maior
que o método apresentado em [21] (o). Logo, as condigoes de estabilidade do Teorema 1, para os
indices i = 3 e j = 1, sdo menos conservadoras que as apresentadas em [21]. Além disso, durante
a simulacao do exemplo foi verificado que o Teorema 1 é mais sensivel a variagbes no parametro
¢j. Por exemplo, a Figura 1(a) ilustra a regido de estabilidade do Teorema 1 para o caso
or = 0.85, Vk € Z e a Figura 1(b) ilustra o caso ¢ = 0.85, Vk € Z — {1}, ¢1 = 0.5. Observe
que a variagdo no parametro ¢ ndo mudou a regiao de factibilidade do método apresentado em
[21], enquanto que a regido de estabilidade do Teorema 1 aumentou consideravelmente. Desta
forma, quanto menor for o valor do parametro ¢;, melhor serd a regiao de estabilidade encontrada
pelo Teorema, 1.

Observacao 1 Testes numéricos mostraram que a regido de estabilidade do Teorema 1 consi-
derando os indicesi =1 e j = 2 € inferior a encontrada com [21, Teorema 1], consequentemente
a escolha dos indices © e j tem grande influéncia na eficiéncia do Teorema 1. No Exemplo 1
também foi verificado que a melhor regido de estabilidade do Teorema 1, € a encontrada com os
indicesi =3 e j =1 (Figura 1).

Observagao 2 Para obter a melhor regigo de estabilidade do Teorema 1 € necessdrio testar
todos os indices i, j € R, sendo i # j. Logo, para encontrar a melhor regido de estabilidade
de um sistema fuzzy com r modelos locais, é necessdario verificar todas as r x (r — 1) possiveis
escolhas para os indices i, j. No Exemplo 1 foram realizados 4 x 3 = 12 testes numéricos para
encontrar a melhor regido de estabilidade.

3 Conclusoes

Neste trabalho foram propostas condigoes relaxadas para a andlise de estabilidade de sistemas
fuzzy TS. Os resultados sdo obtidos diretamente de uma generalizagao do método apresentado

m [24]. Essa nova metodologia permite que o projetista altere as restrigdbes LMI, responséveis
pela anélise de estabilidade, durante a solucdo do exemplo. A verificagdo da estabilidade de um
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tais que i # j. Desta forma, pode ser complicado encontrar a melhor regido de estabilidade em
sistemas que possuem muitos modelos locais.

Uma extensao deste trabalho consiste na busca de condigdes 6timas para a escolha dos indices
1e].
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