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Resumo: Neste trabalho são propostas condições relaxadas para a análise de estabilidade de
sistemas fuzzy Takagi Sugeno (TS) contínuos, usando funções de Lyapunov fuzzy. O método é
baseado na solução de desigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Inequalities
(LMIs)), que podem ser facilmente resolvidas usando técnicas de programação semi-definida. A
eficiência do método é ilustrada na solução de um exemplo numérico.
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1 Introdução

Devido a sua complexidade, sistemas dinâmicos não-lineares são difíceis de serem analisados.
Uma maneira de facilitar o projeto de controle para sistemas não-lineares é representá-los por
modelos fuzzy Takagi Sugeno [23]. A ideia básica do projeto consiste na representação de
um sistema não-linear como uma combinação fuzzy de sistemas lineares (modelos locais), que
descrevem o comportamento do sistema não-linear em diferentes pontos do espaço de estados.
Dependendo da escolha dos modelos locais e dos parâmetros da combinação fuzzy (conhecidos
como, funções de pertinência) o modelo fuzzy pode fornecer uma representação aproximada [28]
ou exata [26] do sistema não-linear. Nos últimos anos, houve um crescente interesse em pesquisas
e aplicações de sistemas fuzzy [1, 15]. A análise de estabilidade e o projeto de controladores é um
dos conceitos mais importantes em sistemas fuzzy e normalmente é feito usando LMIs. A solução
de problemas de otimização com restrições descritas por LMIs, pode ser realizada com os pacotes
“LMI control toolbox” [14] e “SeDuMi” [22] do MATLAB. Nesses softwares, a solução ótima
é encontrada usando algoritmos com tempo de convergência polinomial. Além disso, projetos
baseados em LMIs podem ser, em geral, estendidos para tratar sistemas que possuem incertezas
nos parâmetros da planta ou que estejam sujeitos a falhas estruturais [2, 3, 6, 7, 10, 11, 12, 13].

Normalmente, as condições de estabilidade são obtidas empregando o método direto de Lya-
punov, e a maioria dos trabalhos encontrados na literatura usam uma função quadrática de
Lyapunov (do inglês, Common Quadratic Lyapunov Function (CQLF)) para garantir a estabili-
dade do sistema [4, 5, 8, 17, 25, 27]. Contudo, já é conhecido na literatura que CQLFs conduzem
a resultados conservadores e que em certos casos não é possível encontrar uma CQLF para um
sistema fuzzy estável [16]. Consequentemente, alguns autores têm explorado o uso de funções de
Lyapunov alternativas para obter condições de estabilidade menos conservadoras. Dentre as vá-
rias opções encontradas na literatura, as funções de Lyapunov fuzzy (do inglês, Fuzzy Lyapunov
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Functions (FLFs)), têm ganhado muito destaque [9, 19, 20, 21, 24]. As FLFs são representadas
por:

V (x(t)) =
r
∑

k=1

hk(z(t))x(t)′Pkx(t), (1)

sendo Pk, matrizes definida positivas. Esta metodologia consiste em encontrar funções quadrá-
ticas para cada um dos modelos locais, e então, gerar a função global de Lyapunov a partir
de uma combinação fuzzy das funções quadráticas. A particularidade deste método, é que a
combinação fuzzy da função global de Lyapunov é realizada com a mesma função de pertinência
do modelo fuzzy TS. Dessa forma, a atuação da função de Lyapunov ocorre na mesma proporção
que a ativação dos modelos locais.

Este trabalho propõe condições de estabilidade que podem ser menos conservadoras que às
apresentadas em [21]. O estudo é realizado considerando modelos fuzzy TS dados por:

ẋ(t) =
r
∑

k=1

hk(z(t))Akx(t), (2)

sendo z(t) ∈ IRp um sinal disponível denominado vetor premissa, x(t) ∈ IRn o vetor de estados,
Ak ∈ IRn×n representam as matrizes dos modelos locais e hk(z(t)) são as funções de pertinência
de cada um dos modelos locais. As funções de pertinência satisfazem as seguintes propriedades:

∀k ∈ R, hk(z(t)) ≥ 0, e
r
∑

k=1

hk(z(t)) = 1, (3)

sendo R o conjunto de números inteiros dados por {1, 2, . . . , r}. Apenas por facilidade de
notação, de agora em diante vamos denotar hk(z(t)) por hk.

As condições de estabilidade obtidas com (1) dependem explicitamente das derivadas tem-
porais das funções de pertinência (3), e para convertê-las em LMI é necessário impor limites
nos seus valores. Esta característica afeta diretamente a eficiência da técnica, e representa o
ponto chave deste trabalho. Em [24], os autores conseguiram relaxar as condições de estabili-
dade considerando propriedades de funções de pertinência. Estes resultados foram melhorados
recentemente em [21], com a adição de variáveis de folga.

Neste trabalho é verificado que as propriedades usadas em [21] e [24] podem ser melhor
aproveitadas se permitirmos ao projetista atuar nas LMIs de acordo com o problema a ser
resolvido. A nova estrutura adiciona graus de liberdade ao problema, melhorando a região de
estabilidade encontrada pelas LMIs. A eficiência do novo método é ilustrada através da solução
numérica de um exemplo.

2 Análise de estabilidade de sistemas fuzzy TS

Ao longo do texto a notação M ≻ 0 (M � 0) é usada para representar matrizes definidas (semi-
definidas) positivas. De modo equivalente a notação M ≺ 0 (M � 0) representa matrizes defi-
nidas (semi-definidas) negativas.

Em [21] é apresentado um procedimento que permite adicionar variáveis de folga nas restri-
ções LMI. O procedimento consiste em verificar as condições de estabilidade do sistema (2), a
partir da seguinte igualdade:

ẋ(t)−
r
∑

k=1

hkAkx(t) = 0, ∀x(t). (4)

Então, dadas as matrizes não singulares M1 e M2 ∈ IRn×n, da equação acima segue que:

2
[

x(t)′M1 + ẋ(t)′M2

]

×

[

ẋ(t)−
r
∑

k=1

hkAkx(t)

]

= 0, ∀x(t). (5)

A seguinte proposição também é usada no desenvolvimento do resultado principal.
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Proposição 1 Considere hk, k ∈ R, satisfazendo a propriedade (3). Dados os índices i, j ∈ R,

sendo i 6= j, para quaisquer matrizes X ∈ IR n×n e Pk ∈ IR n×n, a seguinte igualdade é verificada:

r
∑

k=1

ḣkPk =
1

2















(ḣi + ḣj)
(

X + Pi −Pj
)

− 2ḣj(Pi −Pj) +
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣk
(

2Pk −Pi −Pj + X
)















. (6)

Prova: Dadas as matrizes Pk, k ∈ R, tem-se que

r
∑

k=1

ḣkPk = ḣiPi + ḣjPj +
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣkPk. (7)

De (3) obtém-se a seguinte propriedade:

r
∑

k=1

ḣk = 0, ou seja, ḣi = −
r
∑

k=1

k 6=i

ḣk, para qualquer i ∈ R. (8)

Desta forma, usando a propriedade (8), a igualdade (7) pode ser reescrita como

r
∑

k=1

ḣkPk = −
r
∑

k=1

k 6=i

ḣkPi −
r
∑

k=1

k 6=j

ḣkPj +
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣkPk

= −ḣjPi − ḣiPj +
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣk
(

Pk −Pi −Pj
)

. (9)

Agora, a partir da propriedade (8) segue que
r
∑

k=1

ḣkX = 0, para qualquer X. Considerando

este fato e as matrizes Pk, k ∈ R, dadas em (7), tem-se que

r
∑

k=1

ḣkPk =
r
∑

k=1

ḣk
(

Pk + X
)

= (ḣi + ḣj)X + ḣiPi + ḣjPj +
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣkPk. (10)

Finalmente, somando (9), (10) e rearranjando os termos chega-se em (6).

A Proposição 1 é o ponto chave deste trabalho, é através dela que provamos o próximo
teorema.

Teorema 1 Dados os números reais positivos φρ, índices i, j ∈ R, sendo i 6= j e assumindo
que |ḣρ| ≤ φρ,∀ρ ∈ R. O sistema fuzzy TS (2) é assintoticamente estável se para os índices
i, j, existirem matrizes simétricas X ∈ IRn×n e Pρ ∈ IRn×n, satisfazendo as seguintes LMIs:

Pρ ≻ 0, ∀ρ ∈ R, (11)

Pi −Pj � 0, (12)

X + Pi −Pj � 0, (13)

2Pρ + X−Pi −Pj � 0, ∀ρ ∈ R − {i, j}, (14)
[

P̃φ −M1Ak −A′kM
′
1 Pk + M1 −A′kM

′
2

Pk + M′
1
−M2Ak M2 + M′

2

]

≺ 0, ∀k ∈ R, (15)
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sendo

P̃φ =
1

2













(φi + φj)
(

X + Pi −Pj
)

+ 2φj
(

Pi −Pj
)

+
r
∑

ρ=1

ρ6=i
ρ6=j

φρ
(

2Pρ + X−Pi −Pj
)













.

Prova: Se a LMI (11) é factível, então existe uma função de Lyapunov dada por (1) tal que,

V (x(t)) = x(t)′





r
∑

ρ=1

hρPρ



x(t) > 0, x(t) 6= 0. (16)

Derivando a função V (x(t)) definida acima e considerando a igualdade (5) e a propriedade
(3), segue que

V̇ (x(t)) = x(t)′

(

r
∑

k=1

ḣρPρ

)

x(t) + 2x(t)′

(

r
∑

ρ=1

hρPρ

)

ẋ(t)

= x(t)′

(

r
∑

ρ=1

ḣρPρ

)

x(t) + 2x(t)′

(

r
∑

ρ=1

hρPρ

)

ẋ(t) + 2
[

x(t)′M1 + ẋ(t)′M2

]

×

[

ẋ(t)−

r
∑

k=1

hkAkx(t)

]

= x(t)′

(

r
∑

ρ=1

ḣρPρ

)

x(t) + 2

[

x(t)′

(

r
∑

ρ=1

hρPρ

)

ẋ(t) + x(t)′M1ẋ(t)− x(t)′M1

(

r
∑

k=1

hkAk

)

x(t)

+ẋ(t)′M2ẋ(t)− ẋ(t)′M2

(

r
∑

k=1

hkAk

)

x(t)

]

=
[

x(t)′ ẋ(t)′
]

r
∑

k=1

hk









r
∑

ρ=1

ḣρPρ −M1Ak −A
′

kM
′

1 Pk + M1 −A
′

kM
′

2

Pk + M
′

1 −M2Ak M2 + M
′

2













x(t)

ẋ(t)



 . (17)

Agora, por hipótese segue que |ḣρ| ≤ φρ,∀ρ ∈ R. Então, quando as LMIs (12)-(14) são
factíveis tem-se que

(ḣi + ḣj)
(

X + Pi −Pj
)

≤ (φi + φj)
(

X + Pi −Pj
)

(18)

−2ḣj(Pi −Pj) ≤ 2φj
(

Pi −Pj
)

(19)
r
∑

k=1

k 6=i
k 6=j

ḣk
(

2Pk −Pi −Pj + X
)

≤
r
∑

ρ=1

ρ 6=i
ρ6=j

φρ
(

2Pρ + X−Pi −Pj
)

(20)

Portanto, quando (15) é factível pode-se concluir de (17) à (20) que

V̇ (x(t)) ≤
[

x(t)′ ẋ(t)′
]

r
∑

k=1

hk

[

P̃φ −M1Ak −A
′

kM
′

1 Pk + M1 −A
′

kM
′

2

Pk + M
′

1 −M2Ak M2 + M
′

2

]

[

x(t)
ẋ(t)

]

< 0. (21)

E pelo método direto de Lyapunov, o sistema (2) é assintoticamente estável.

A eficiência do Teorema 1 é verificada na solução de um exemplo numérico.

Exemplo 1

Considere um sistema fuzzy TS (2), representado pelos seguintes modelos locais [21]:

A1 =

[

−5 −4
−1 a

]

, A2 =





−4 −4

3b− 2

5

3a− 4

5



 ,

A3 =





−3 −4

2b− 3

5

2a− 6

5



 , A4 =

[

−2 −4
b −2

]

,
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A estabilidade do sistema acima foi verificada com o Teorema 1 e o método apresentado em [21,
Teorema 1], para vários valores dos parâmetros a e b. Para a solução numérica das LMIs foram
usados os pacotes “YALMIP toolbox” [18] e “SeDuMi” [22] do MATLAB. Durante a solução
das LMIs, primeiramente foi suposto que φk = 0.85, ∀k ∈ R e depois as LMIs foram resolvidas
novamente para o caso φk = 0.85, ∀k ∈ R − {1}, φ1 = 0.5. Os resultados encontrados para a
análise de estabilidade podem ser vistos na Figura 1.
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(a) φk = 0.85, ∀k ∈ R.
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(b) φk = 0.85, ∀k ∈ R − {1}, φ1 = 0.5.

Figura 1: Região de estabilidade obtida com [21, Teorema 1] (◦) e com o Teorema 1 para i = 3
e j = 1 (×).

Pela Figura 1 pode-se observar que o Teorema 1 (×) obtém uma região de estabilidade maior
que o método apresentado em [21] (◦). Logo, as condições de estabilidade do Teorema 1, para os
índices i = 3 e j = 1, são menos conservadoras que às apresentadas em [21]. Além disso, durante
a simulação do exemplo foi verificado que o Teorema 1 é mais sensível a variações no parâmetro
φj . Por exemplo, a Figura 1(a) ilustra a região de estabilidade do Teorema 1 para o caso
φk = 0.85, ∀k ∈ R e a Figura 1(b) ilustra o caso φk = 0.85, ∀k ∈ R − {1}, φ1 = 0.5. Observe
que a variação no parâmetro φ1 não mudou a região de factibilidade do método apresentado em
[21], enquanto que a região de estabilidade do Teorema 1 aumentou consideravelmente. Desta
forma, quanto menor for o valor do parâmetro φj , melhor será a região de estabilidade encontrada
pelo Teorema 1.

Observação 1 Testes numéricos mostraram que a região de estabilidade do Teorema 1 consi-
derando os índices i = 1 e j = 2 é inferior à encontrada com [21, Teorema 1], consequentemente
a escolha dos índices i e j tem grande influência na eficiência do Teorema 1. No Exemplo 1
também foi verificado que a melhor região de estabilidade do Teorema 1, é a encontrada com os
índices i = 3 e j = 1 (Figura 1).

Observação 2 Para obter a melhor região de estabilidade do Teorema 1 é necessário testar
todos os índices i, j ∈ R, sendo i 6= j. Logo, para encontrar a melhor região de estabilidade
de um sistema fuzzy com r modelos locais, é necessário verificar todas as r × (r − 1) possíveis
escolhas para os índices i, j. No Exemplo 1 foram realizados 4 × 3 = 12 testes numéricos para
encontrar a melhor região de estabilidade.

3 Conclusões

Neste trabalho foram propostas condições relaxadas para a análise de estabilidade de sistemas
fuzzy TS. Os resultados são obtidos diretamente de uma generalização do método apresentado
em [24]. Essa nova metodologia permite que o projetista altere as restrições LMI, responsáveis
pela análise de estabilidade, durante a solução do exemplo. A verificação da estabilidade de um
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sistema fuzzy (2) com o Teorema 1 é realizada avaliando as LMIs para determinados índices i, j.
Para encontrar a melhor região de estabilidade é necessário verificar todos os índices i, j ∈ R,
tais que i 6= j. Desta forma, pode ser complicado encontrar a melhor região de estabilidade em
sistemas que possuem muitos modelos locais.

Uma extensão deste trabalho consiste na busca de condições ótimas para a escolha dos índices
i e j.
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